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SUMARIO

Apresenta-se a formulacdo usada no desenvolvimento

de célculo de placas em Estado Plano de Tensdo cons
deformabilidade por corte e adaptacdo do elemento d
geometrias irregulares. O software foi desenvolvido

0 método numérico de elementos finitos.

1. INTRODUCAO

E conhecida a necessidade da consideracéo da deform
corte no calculo de placas grossas.

Das teorias existentes sobre calculo de placas sali
teoria de Kirchhoff que despreza a deformabilidade
isso com aplicabilidade a lajes delgadas (espessura
do vao considerado) e a Teoria de Reissner-Mindlin
a referida deformabilidade por corte aplica-se a la
apresentando rigidez excessiva para lajes delgadas.

E também evidente a necessidade da aplicacdo dos so
resolucdo de problemas com caracteristicas de geome
0 que ndo permite a aplicagdo na formulacdo do Méto
Finitos de elementos regulares.

O presente programa pretende usar a teoria de Reiss
também para andlise de placas finas e a criacdo de
se adapte as mais diversas geometrias.

O programa foi desenvolvido em linguagem FORTRAN.

2. PRINCIPIOS CONSIDERADOS

2.1 ELEMENTO

O elemento considerado sera o de quatro nés com dim
lado de 2, sendo considerado a origem do seu eixo d
centro geométrico, pelo que o mesmo varia entre —1
explicativa: quando se pretende a normalizacdo de u
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grandeza e se divide qualquer elemento pelo element o de maior valor
0 que se obtém é um conjunto de valores que variam entre -1 e 1,
esta normalizacao trds enorme vantagem no calculo p ara a integracao
numérica, sendo essencial no uso da ferramenta numé rica da
quadratura de Gauss-Legendre.)
O elemento considerado e neste caso das placas ter a 3 graus de
liberdade por nd, um afundamento (w) e duas rotacde s( 6ke 6y).
U 1 O U 1 2 U 9
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Figura 1 elemento considerado; graus de liberdade considerad

2.2 ISOPARAMETRIZACAO

Por forma a possibilitar o estudo de problemas com geometrias
complexas introduz-se o0 elemento isoparametrico que consiste em
definir a geometria do elemento usando as coordenad as dos pontos
nodais e as mesmas funcdes de interpolacdo utilizad as na
aproximacao incognita, ou seja, a funcdo de interpo lacdo para a

geometria (N ;) sdo iguais as funcbes de interpolagdo de
deslocamentos

X, =N.X® U, =NU® (1)

Esta parametrizacdo € efectuada através de um probl ema de “mapping”
cuja representacao esquematica a seguir se apresent a
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Figura 2 — “Mapping” de um elemento

Resulta a restricdo que o0s angulos internos devem s

inferiores a 180° (dominio convexo).

Deste modo transforma-se qualquer elemento quadrila
elemento quadrado de lado adimensional 2 que corres
elemento considerado no desenvolvimento do software

2.3 INTEGRACAO NUMERICA

O calculo dos varios integrais que aparecem na form
seguir descrita serdo efectuados usando o método de

Legendre, também conhecido como quadratura de Gauss
transformar os integrais em somatorios estendidos a
Gauss, que sao pontos cujas coordenadas locais se a
frente, tendo em conta que a cada ponto corresponde

A quadratura de Gauss-Legendre permite a integraca

um grau de polinGmio p=2n-1 com n pontos de gauss.

A expressao genérica para integrais simples, duplo
€ a que se apresenta ha pagina seguinte.

s ou triplos

er

tero num
ponde ao

ulacdo a
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um dado peso.
0 exacta de
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func@adeintegragéo integracamumérica
+l nx
[ £09dx >W.f(P)
+l +1_1 nx nyI::L
[ [ f(xy)dxdy S ww.f(P,P)
+1+141 . nx nyi:r11zj:1
[[[ oy 2dxdydz Yy ww w,.f(p,P,R)
-1-1-1 i=1 j=1k=1
+1+141 nx ny nz
I” f(xY,2)g(x,y, 2)dxdydz DWW, Wk.f(R,H,Pk).g(R,Pj,Pk)
—1-1-1 i=1 j=1k=1

Esquema 1 — Quadratura de Gauss-Legendre

2.4 DEFORMABILIDADE POR CORTE

A teoria de lajes de Reissner-Mindlin permite cons iderar o
efeito de deformabilidade por esforco transverso, ¢ onsiderando que
fiboras inicialmente perpendiculares ao plano médio da laje
permanecem rectas apos a deformacéo do elemento est rutural, mas néo

necessariamente ortogonais aquele mesmo plano.

Figura 3 — Definicado das rotagOes; teoria de Mimdli

Como as deformacdes por corte deixam de ser nulas é necessario
determinar trés campos independentes, o campo de de slocamentos

transversais ou afundamento e os dois campos de rot acoes 6,e 6
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No calculo da matriz de rigidez e de acordo com a formulacéo

abaixo, esta depende da matriz constitutiva D. Ora esta e como a

Ki.e:j B'.D .B. dxdy (2)

j A i j

frente se verd possui coeficientes que tém parcelas gque Vém
multiplicadas por h 3 no caso da flexdo, e parcelas que vém
multiplicadas apenas por h, no caso da parcela de c orte. Quando a
espessura da laje comeca a diminuir, a parcela de ¢ orte comeca a
predominar sobre a parcela de flexdo, o que faz com que a
influéncia desta ultima tenda a “desaparecer”.

Ou seja, para espessuras pequenas e quando teorica mente a
parcela de flexdo deveria predominar sobre a de cor te, nesta
formulacdo verifica-se o contrario o que conduz a u ma rigidez
excessiva.

Para ultrapassar este efeito e atendendo ao expost 0 no artigo
anterior sobre integragcdo numérica, vai efectuar-se o calculo da
matriz de rigidez com recurso a integragao exacta n 0 caso da flexao
e a integracdo reduzida no caso da parcela de corte 0 que vai
induzir numa sub-integracao.

Este tipo de integracdo é designada selectiva e no caso em
estudo de elemento isoparamétrico de 4 nds correspo nde a integracao
de 2x2 para flexdo e 1x1 para o corte.

Apresenta-se de seguida as vantagens deste método em dois
graficos em que se apresenta em abcissas a relacdo L/h e em
ordenadas o valor normalizado para o deslocamento e m causa, Ww ¢
num primeiro grafico e num segundo a normalizacdo d 0 momento
flector obtido m/m e

1 O valor teérico do deslocamento transversal e odmemto flector no ponto central em lajes finas dodgor :

4 2
w, = 0.40644L3 em, = 4.78863%
E.h 100

100 5
1211-v

1
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. 1.400
W/We
1.200 -
Reduzida e Selectiva
1.000 o @
0.800 \E\ —HB—Completa
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0.400
COH]M
0.200
0.000 T T T T T
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Figura 4 — Efeito de locking no valor do deslocatodransversal
, 1.200
M/Me
Reduzida e Selectiva
1.000 A P & B
—B—Completa
0.800 ——Reduzida
—B&— Selectiva
0.600
0.400
COM
0.200
0.000 T T T T T
Figura 5 — Efeito de locking no valor do momentestbres
E evidente o bom comportamento quando se usa uma in tegracao
selectiva quer ao nivel da obtencdo de esforcos, qu er de

deslocamentos.
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No caso presente

€ como estamos a usar um elemento

cujo subdominio varia entre -1 e 1, vem para 0 caso
para a integracéo exacta os seguintes pontos:

"
|

PG3
°

!
\
- — =

Pontos de
Gauss § n
! e | Ja
2 I A
3 ) Ve
4 Ys | s

No caso de corte

Figura 6 — Pontos de Gauss para integracao exXtotad)

e para a integracdo reduzida usaremos apen

ponto central do elemento

L)
\
|
\
PGCL - 9 _ %
13
Ponto de
Gauss 3 n
c 0 0

Figura 7 — Ponto de Gauss para integracao red(zide)
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3. FORMULACAO
3.1 Funcdes de aproximagao, interpolagéo ou funcdes de forma

As funcgdes de forma ou aproximacao séo escolhidas de maneira a
que seja possivel obter através da equacao

u=N.a (3)
,que relaciona o campo de deslocamentos de cada ele mento U com oS
deslocamentos a globais, os deslocamentos em cada ponto do elemento
a partir das coordenadas locais do ponto.

Se atendermos a equacao de compatibilidade no domi nio
e=A.u 4)

em que /1 é o operador diferencial de compatibilidade, temos segundo
a teoria de Reissner-Mindlin,

0 _9 0
Xx(%Y) 0x 5 w(X, )
Ehexao =1 Xy(XY) ¢ Neo={0 O _6_y ; U=1¢.(xY) (5)
2Xxy(x’ y) 0 d 0 ¢)y (X1 y)
i oy  0x|
9 10 w(X, y)
AU _| ox N
gcorte_ 1/\corte_ 0 U= (”x(x’ y) (6)
Yy (X, Y) % o0 -1
ay (ﬂy(x’ y)
pelo que analisando a matriz N\ verifica-se que s6 se encontram
derivadas de primeira ordem, o que implica que apen as seja
necessario garantir continuidade C O para as funcbes de aproximagcao.
Ou seja, para garantir a continuidade dos deslocame ntos
transversais e de todas as rotacdes, é suficiente g arantir a

continuidade das funcdes de interpolacao utilizadas
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2.00

200

Para o elemento em causa, as func¢des de forma sao:

77777/
e i

N3= (L )i+n)

3.2 Matriz de deformacéao B
A matriz de deformacédo B que resulta da expresséo
B=A.N (7

Vem de uma forma generalizada,



Luis Pedro Almeida Quintal. Elemento Isoparametdeo4 nés. Teoria de Reissner-Mindlin

10

I ONi ]
0 _6— 0
X ON,
5 _ ONi . > N0
B fiexao.i = |0 0 - (8) B, =| X 9
- ax- cortei aN, 0 _N
0 - ONi  ONi dy i
i Y% ox |
por forma a resolver numericamente os integrais ond e a matriz de
deformacdo se insere e atendendo ao conceito da qua dratura de
Gauss-Legendre € necessario calcular o valor da mat riz B de flexdo
em cada ponto de integracdo k, assim
0 —aNl,k 0 | 0 aNZ,k 0 | O aN3,k | 0 aN“, 0
0X 0x 0x 5 0x
B, =|0 0 %, | 0 0 aNZ, | 0 0 —N3,k | 0 0 aN“,
oy ay oy ay
0 _aNl,k aNl’ 0 aNZ’ aNZ’ o _6N3’k _aNg,k 0 6N4’ 6N4,
L ay ox oy ox oy 0x oy 0x
oON. . ON, . . .
com 6_'k’6_ ,k sendo respectivamente o valor da derivada parcial da
X Yy
funcéo de forma i em ordem a x ou y no ponto de int egracao k.
Como no caso da flexdo e por forma a integracdo ser exacta séo
necessarios dois pontos de gauss por direccdo, pelo que serao
criadas quatro matrizes, uma por cada ponto de inte gracao.
Do mesmo modo a matriz de deformacéo B de corte vem ,
Ny -N,k 0 | N, -N,,k 0 | N, | -N,k 0 ! N, -N,,k 0
Bt =| o N N N
S |=—k 0 =N,k | =2k 0 -N,ok | —k 0 N,k “ 0 -N,k
oy ay ay ay

sendo que neste caso e como o n.° de pontos de inte
necessario € de 1 por direccdo sera formada apenas

oN, N,
ox oy
A relagéo entre as derivadas naturais e as derivada

Calculo de

e uma vez que as funcdes de forma vém expressas em
¢ e n podemos estabelecer:

coordenadas naturais

gracao de gauss
uma matriz.

S cartesianas
funcdo das
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ON, _ N, dx _ oN, dy

0~ Ox 0F By o¢
0N, _ 0N, ax _ AN, dy

11

y (10)
6/7 0X 0/7 ay on
ou matricialmente
ﬂ % ﬂ aNi aNi aNi
06 | _|0& 0& || ox 0& | qe) ox
aN [T/ ax ay []aN, (7 |aN, [V ]oN, .
on on an || 9y on oy
Je
pelo que a matriz que relaciona as derivadas natura is com as
derivadas cartesianas € designada de matriz Jacobia na(J ©)?2
pelo que resolvendo o sistema de equacdes em ordem as derivadas
cartesianas teremos:
oN, _ 1 (oayoN, _dyoN,
X \J@ on o0& 0F an
X (12)
oON; _ 1 (0xON; odyoN,
oy \J@ 0 an  on o&
sendo que |J  © | representa o determinante da matriz Jacobiana.
Para resolvermos os termos da matriz jacobiana util iza-se a
transformacé&o isoparamétrica
X:Z Ni(g’”)xi y:ZNi(E’”)yi (13)
i=1 i=1
que derivando em ordem a e nvem,
0X naN, 0, 0N, “ON, 0 ", 0N,
= ——X 1_ Z X !__ -z Vi ’_y_ —Yi (14)
0f Fo& " Tonp Fo& ' aE Hoé n =on
este sera efectuado para cada ponto de integracdo p or forma a
obtermos oN, ke ON, K.
- 0X oy

2 A definicdo de matriz Jacobiana é idéntica a atippor ONATE, contudo alguns autores como Hughas uma

definicao diferente.
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3.3 Matriz constitutiva D

A matriz constitutiva que permite relacionar o vect or de tensdes
com o vector de extensdes e que resulta da expressa o]

o=D. ¢ (15)
vem e atendendo a que temos 0,=0 (estado plano de tens&o) para a

parcela de flexao:

[ E Ev 0'
m, (X, Y) L[ 1=vE 1=V X, (X Y)
h*| Ev E
g; = my(xi y) ; Df =5 2 2 0 » & = /Yy(xiy) (16)
12(1-v* 1-v
My (X, Y) 0 0 G 2X (X, Y)
de sublinhar e de acordo com o atras referido para a
contribuicdo da matriz de rigidez, a parcela da fle X80 cujos
coeficientes vém multiplicados por h 3 resulta exactamente da
matrizD .
No que as tensdes de cortes e a respectiva matriz ¢ onstitutiva
diz respeito, a mesma tem a forma a seguir descrita :
o, = VY| Dczhi[e 0} e = Vx(%Y) a7)
v, (X, Y) Al0 G v, (X,y
daqui refira-se o0s coeficientes da matriz de D ¢ que vém
multiplicadas por h, cuja contribuicdo para a matri z de rigidez
origina o efeito de locking para lajes de espessura fina. A
salientar, também, o quociente A /A, que no caso do elemento em
causa assume o valor de 5/6.

Este coeficiente advém da necessidade de corrigir o efeito da
nao-uniformidade das tensdes tangenciais ao longo d a espessura
da laje

T Ty distribuicao considerada T Ty distribulcao exacta
Figura 8 — convencéo das tensdes tangenciais
Sendo A ;, a area reduzida e representa a area que a seccao teria
que ter para a peg¢a armazenar a mesma energia com t ensao
tangencial constante, sendo que para uma seccao rec tangular toma

ovalorA [=A/1,2.
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3.4 Matriz de rigidez K

A matriz de rigidez € definida de acordo com a equa
que no presente caso e uma vez que a resolucdo dess
sera realizada com auxilio da quadratura de Gauss,

deste, com recurso a integracdo reduzida sera elimi

de locking consequéncia da excessiva rigidez que ap
lajes finas quando considerada a deformabilidade po

sera resultante da soma de duas parcelas, uma de fl

de corte.

Assim,

Ky'®= By,".D, B, dxy

O determinante da matriz Jacobiana definida em (11)
expressar o diferencial de area em coordenadas natu

dxdy=|J® |dédn (19)
permitindo desta forma o calculo da matriz de rigid
normalizado das coordenadas naturais
+1+1 T
K@% = [[B,, (£mD;By;(£7)]13 [dédy (20)
-1-1
assim e atendendo ao conceito da quadratura de gaus
esquema 1, teremos em termos de calculo numérico

2 2
(e), flexdo — T (e)
Klj —ZZWmWn-B f’lk'Df'Bf,jk'le |
m=1 el
sendo que os valores da matriz B e do determinante
obtidos para cada ponto de gauss ou ponto de integr

O mesmo raciocinio acontece quando se calcula a par
matriz de rigidez de corte, sendo que neste caso e
perante integracao reduzida, teremos

1 1
.corte _ T
Kil(e) corte — ZZWmWnB c,|PGCme.DC-B

C, JPGcorte Gceorte
m=1 rel

A matriz de rigidez global resulta da assemblagem d

13

cédo (2), o
e integral
e que atraves
nado o efeito
resentam as
I corte, esta
exao e outra

(18)

, permite
rais,

ez no dominio

S exXpresso no

da matriz sdo

acao.

cela da
como estamos

(22)

e cada matriz

de rigidez elementar sendo que K j representa o trabalho que as
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tensdes que se desenvolvem no estado j realizam nas extensdes do
estado i, pelo que, naturalmente, quando o deslocam ento unitario

em qualquer grau de liberdade ndo produz qualquer t ensao num
outro qualquer ponto de grau de liberdade esse valo r € nulo.

3.4 Vector das forcas externas F e Q

O software desenvolvido além das cargas pontuais (Q ) aplicadas

nos nés, visa também o célculo de cargas de superfi cie, pelo que

o vector de forcas equivalentes a estas Ultimas é d ado por

"= [NT.pdA 2 3)
A

pelo que neste caso e atendendo a definicdo em (19) e a

quadratura de Gauss-Legendre, vira

2 2
f5=> W, W,.N", .| 3, |.p (24)
m=1 =1
com
p
p=qm,
my
e
N, O O | N, O 0 | N, O 0O | N, O 0
Ni, = 0 aNl,k 0O | © aNZ,k o | o %,k 0O | O aN“,k
0X 0X 0X 0x
0 0 aNl,k | 0 0 aNZ,k | O 0 %,k | O o M
i oy oy oy oy
0s pontos de integracdo considerados, k, sdo os que permitem a
integracdo exacta e que constam na figura 6, assim COmo 0s pesos de
gauss considerados.
3.5 Resolucéo do sistema global
A assemblagem do conjunto ¢é resolvido pela equacdo
caracteristica do método dos deslocamentos, método alids onde se
baseia esta ferramenta numeérica e dado pela express ao geral
K.a=(Q+F) (25)

3.6 Céalculo de tensOes e deslocamentos

deslocamentos elementares — formulagao teorica
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Apds a resolucdo da equacdo (25) obtém-se os desloc

globais da estrutura traduzidos no vector { a}.
Assim obtidos os deslocamentos em todos os graus d
considerados (deslocamentos transversais e rotacdes
determinacgdo das tensdes e deslocamentos elementare
Os deslocamentos elementares sdo obtidos
correspondéncia dos deslocamentos globais obtidos e
de liberdade considerados na figura 1, assim,

WX, Y) = Ny (%, Y).0,° + N, (%, Y).0,° + Ny (%, ¥).0, + N, (%, y) 0y
0.5 (%, y) = N, (% y).0,% + N, (%, y).05° + Ny (%, y)-Gg° + N, (%, y).0y,°
6,°(%,y) = N (%, ¥).0,° + N, (%, ¥).0° + Ny(X, ¥).0g° + N, (X, y).p,”

tensdes elementares — formulacéo tedrica

Obtidos as equacbOes dos deslocamentos elementares o
curvatura ao longo do elemento podem ser obtidos at
expressoes (5), assim

Kitxy) == 2820 (29)
96°(x,
Xy(Xy) = -# (30)
96°(x, e
22Xy (% Y) == ya( ) aexa(x, Y (31)

y X

no que se refere as deformacdes de corte elementare
podem ser obtidas através da expresséo (6), obtendo

owe (X,
Vo =20

yj(x, y) = M
y
pela equacao (16), obtém os momentos flectores e mo
_ ER®
T 12(1-V?)
M (X y) = X3 (X, y).C+ x7(x,y).Cv
My (X, Y) = X5 (X, Y).Cv+ x5 (x,y).C (34)
3

h® _ .
9 2X o (X, Y)

—g (%) (32)

~ 6 (x.y) (33)

mi, (X, y) =

15
amentos
e liberdade
), impde-se a
S.
através d a

m {a} e os graus
(26)

(27)
(28)

S campos de
ravés das

S as mesmas

mento torgor
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da mesma forma e para o esfor¢co transverso ao longo do elemento
(17)
e _A
v, (%, y) = KG-h-Vf(X, y)
A (35)

vi(xy) = KG-h-V;(X, y)
calculo numérico — tensfes e deslocamentos — ISORM4 N

As expressdes anteriores que permitem determinarem 0s
deslocamentos e as tensées em qualquer ponto do ele mento, tornam-se
pesadas e de complexa aplicabilidade quando o domin io é composto
por um numero consideravel de elementos, tendo um n umero elevado de
graus de liberdade e consequente exponencial de for mulas. No caso
de calculo numérico e usando a equacao que relacion ada as tensoes
com os deslocamentos globais

o=DBa (36)

temos para cada ponto de Gauss, k, do elemento e qu € no caso

da flexdo séo os pontos identificados na figura 6, as tensoes,
m,
~(e) — _ 5 e
oy =ym, k=D;B, .a (37)
My

no que concerne as tensdes de corte as mesmas serao definidas
num Uunico ponto de Gauss, definido na figura 7 e da do pela
expressao

5 "l y=p8 e

O ,PGcorte v [’ — Y c,PGcorte'a (38)

y

Assim para cada elemento que compde o dominio serdo obtidos de
forma numérica os deslocamentos nodais, oS momentos de flexdo e
torgcdo nos quatro pontos de Gauss e os esforcos de corte num unico
ponto de integracdo do elemento

Momentos flectores Momentos torsor Esforcos de Corte

‘ ’A Mydx
d
‘ Mxydx oy
Mxdy¥”
Mxydy Qelx

figura 9 —convencéao de sinais para esfor¢cos enaplac
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4. CONCLUSAO

Apoés os testes efectuados ao software baseado na fo rmulacéo
anterior verifica-se que apresenta 0s mesmos result ados que o
elemento finito de placa de Reissner-Mindlin de 4 n 0s rectangular,
regular. Este elemento apresenta no entanto uma mai or versatilidade
relativamente a este Ultimo, permitindo adaptar-se a geometrias
complexas, pela introdugéo da isoparametrizacao.

Embora usando por base uma teoria para lajes espess as
(Reissner-Mindlin) gracas a integracao selectiva pe rmite recuperar
0os resultados fornecidos pela teoria da Kirchhoff ¢ uando a
espessura da laje comeca a diminuir, tendo sobre es te a vantagem de
obter bons resultados numéricos para lajes espessas .

E conhecida a maior precisdo dos elementos de 4 no s sobre os
elementos triangulares, pelo que a principal vantag em destes, a
versatiidade, ¢é agora aproximada pela isoparametri zacgao
introduzida.

Em conclusdo, estamos perante um elemento que em d ominios
devidamente descritizados permite muito bons result ados no calculo

de um grande namero de placas.

BIBLIOGRAFIA

1. Lopes, Adelino Vasconcelos — Apontamentos sobre Mét odo de
Elementos Finitos, DEC-FCTUC, 2004.

2.  ONATE, E. — Célculo de Estruturas por el Método de Elementos
Finitos, 12 Ed. Barcelona: Centro Internacional de Métodos
Numeéricos en Ingenieria, 1992.

3. Castro, Luis M. S. — Elementos Finitos para a Anali se
Elastica de Lajes, IST, 2001

4.  Azevedo, Alvaro F. M. — Método de Elementos Finitos ,12 Ed.,
FEUP, 2003

5. Silva, V. Dias — Mecanica e Resisténcia dos Materia is, 22

Ed. ,Zuari, 1999



